Cursul nr.2

CINEMATICA

Cinematicaeste capitolul mecanicii clasice care studiaza mesceorpurilor
fara a tine cont de cauzele care stau la baza mistarmenului cinematica
vine de la cuvantul grecekmemat=miscare.

1. Notiuni fundamentale ale cinematicii

1.1 Punctul material

Pentru a descrie miscarea in spatiu a unui corp este nezesa utilizeze
notiuni din geometrie, cum ar fi: punctul, pozitia unui puncipatiu, curba,
distanta dintre doua puncte, etc. Deoarece geometria operaazoncepte
abstracte, fara corespondent in lumea fizica reala,nestesar sa se recurga
la unele simplificari care sa permita tratarea rddlif&zice cu ajutorul
matematicii. De exemplu, datorita faptului ca un corg ega dimensiuni
spatiale finite nu este posibil sa se precizeze pozitianlgpatiu utilizand
coordonatele carteziemgy,z,care determina pozitia unui punct geometric in
spatiu in timp ce spatiul ocupat de corp contine o infinitate detpuin
acest motiv corpul material este asimilat cu un punctnggric in care este
concentrata toata masm, a corpului. Astfel studiul miscarii corpului se
reduce la descrierea miscarii unui punct geometric iniwspdtceasta
simplificare poarta denumirea deroximatia punctului materiaiar punctul
geometric cu care este asimilat corpul se nunmstet materialln general,
aceasta simplificare are sens in cazul in care dimeifes obiectului sunt
mult mai mici decat distantele parcurse de el.
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Figura 2.1. Aproximatia punctului material



1.2 Pozitia punctului material in spatiu. Raza vectoare

In matematica pozitia unui punct in spatiu este descrisaoded@natele
Carteziene Xx,y,z, asa cum este ilustrat in figura D2aarece in majoritatea
cazurilor studiate in fizica avem de-a face cu mavieatoriale spatiale, este
mai comod sa se defineasca pozitia unui punct in spatiu tardjunei
marimi vectoriale decat prin setul de marimi scalatg,d din descrierea
carteziana. Determinarea pozitiei cu ajutorul unui vectte peezentata in
figura 2.2b. Vectorulr poarta denumirea deaza vectoare . Vectorul
r defineste in mod unic pozitia punctului in spatiu deoarece ahachilul,
directia si sensul determinate de pozitia punctului.

S=

Figura 2.2. Determinarea pozitiei unui punct in spatiu cu ajutorul
coordonatelor carteziene (a) si cu ajutorul razei veet(is.

Intre coordonatele cartezieng,),2 si raza vectoard exista urmatoarea

relatie,

r=xi +yj + X,

(1)

undel , j si K sunt vectorii versori ai directiilor x,y si z. Modululaterilor

versori este egal cu unitatea.



Aceasta relatie demonstreaza echivalenta dintre cele madddé a defini
pozitia unui punct in spatiu.

1.3. Traiectoria miscarii, distanta si vectorul deplasare. Ecuatiile de
miscare

Traiectoria miscarii este curba descrisa de punctul raatem timpul
miscarii sale(Fig. 2.3). Sa presupunem ca la momentul initigdunctul

material se gasea in puncty] caracterizat de vectorul de pozitig iar la
momentul final t; al miscarii el ajunge in punctul B, caracterizat de vettoru
de pozitie r;. In intervalul de timpDt=t; - t; vectorul de pozitie al

punctului material variaza de la la r; . Vectorul deplasar®r se defineste

ca fiind diferenta dintre vectorul, sif;:

Dr=r -r. (2)
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Figura 2.3. Totalitatea punctelor din planul x-y prin care trece puinct
material in miscare definesc traiectoria miscarii. tiga parcursa de
punctul material este egala cu lungimea segmentului de Algba

Modulul vectorului deplasare\Dr\ poarta denumirea dedeplasare

Lungimea, Ds, a segmentului de traiactorie intre punctele A si B este
distanta parcursa de punctul material. Este de remarcat caemeral,



deplasarea nu este egala cu distanta. De exempluzuh waei traiectori
inchise punctul material pleaca din punctul A si dupayrgerea traiectoriei
revine in punctul A. Este evident ca in acest caz deplasteaegal cu zero,

\Dr\ =0. In schimb, distanta parcuré este egala cu lungimea traiectoriei
inchise.

Deoarece pozitia punctului material se modifica timp rezulta ca
coordonatele acestuig, Y, z sunt functii continue si uniforme de timp:

X=x(t);y =y(t);z=2(t). (3)

Setul de ecuatii (3) poarta denumirea deuatile de miscarePrin
eliminarea timpului din ecuatiile de miscare seir@becuatiile traiectoriei
sub forma:

F.(xy,2)=0siF(xY,2) =0. 4)

De fapt, cele doua ecuatii definesc doua planerer ¢atersectie este chiar
traiectoria.

1.4. Curbura si raza de curbura a traiectoriel

Sa consideram doua puncte A si B pe o traiectaribilnie oarecare, asa

cum este indicat in Fig.2.4. Versorii tangentelar tfaiectorie in aceste

puncte ii notam cu , si, respectiv/ ;. Normalele la tangetele din punctel A
si B se intersecteaza in punctul C. Este usor &geralva ca atunci cand
punctul B tinde spre punctul A, arcul de curba se suprapune peste arcul
de cerc de raza R cu centrul in C. Tinand cont ckasta observatie se
definesteraza de curbura traiectoriei in punctul A ca fiind:

S e ] (5)
®0 d

Inversul razei de curbura poarta denumireawtbura:

C= (6)

_d
ds

po i



Figura 2.4. Raza de curbura a unei traiectorii oarecare

Normala la curba in punctul A este perpendiculartahgenta. Din punct de
vedere matematic exista o infinitate de normaleulda in punctul A. Totusi
din punct de vedere fizic prezinta interes numaiaddirectii ale normalei.
Prima directie este de-a lungul razei R, iar versor al normalei este
indreptat inspre centrul de curbura, C. Aceastaata poarta denumirea de
normala principalaA doua normala, case numebkteormalasi are versorul
definit de produsul vectorial:

b=¢t"n. (7)

Din figura 2.4 rezulta ca
| t|=2 \sin7 »  (in radiani), (8)

unde am tinut cont ca atunci cand A tinde spre B s® 7, =7, iar
it =1. Inacest caz ¢t devine perpendicular pg. Astfel,

=N sau— = —. 9



Aceste relatii poarta denumirea fdemulele lui Frénet
1.5. Viteza

Pentru a studia miscarea unui mobil pe traiectesie necesara cunoasterea
directiei si sensului miscarii precum si modul are pozitia pe traiectorie a
mobilului se modifica in timp. Din aceasta cauza lpega traiectorie,
vectorul deplasare si distanta, este necesamluderea unor marimi fizice
care sa contina informatii cu privire la modificarén timp a pozitiei
mobilului pe traiectorie. Aceste marimi sunt vitedacceleratia.

Viteza scalaraeste viteza medie pe o portiune de traiectABede lungime
Ds si se defineste prin raportul

Ds
v=—, (10)
Dt

unde Dt este intervalul de timp in care a fost parcursruatl AB.

Viteza instantanee sau momentana scafaf@unctulA la momentult se
defineste ca fiind raportul dintre distamtaparcursa de mobil si intervalul
de timp infinit micdt in care a fost parcursa:

Ds ds
V= | ——— 11
ItlgODt dt ()

Vectorul viteza medise definestea fiind variatia vectorului deplasare in
unitate de timp:

D (12)
t

Asa cum se poate observa din figura 2.5, vectataka medie are aceiasi
directie si sens cu vectorul deplasére.

Vectorul viteza instantanee sau momentapaobtine la limitaDt® O,
atunci cand punctuR® B, si se de fineste ca fiind:



v= lim —=—. (13)
Dt

Figura 2.5. Vectorul viteza si vectorul viteza medie pentrunoscare
curbilinie oarecare.

Deoarece, la limitaA® B, vectorul dr este tangent la traiectorie si tinand
cont ca in acest caz arcul este egal cu coép‘da; ds, relatia (13) poate fi

scrisa sub forma,
r
v:d—:\dr\z‘ =98~ e, (14)
dt dt

unde vectorull este versorul tangentei la traiectorie in sensakterii
arcului ds. Este de notat ca, spre deosebire dal acetorului viteza,
modulul vectorului viteza instantanee este egal vii@éza instantanee
scalara.Din aceasta cauza in mod curent nu se face digtiagplicita intre
vectorul viteza instantanee si viteza instantanealas, utilizandu-se
notiunea generala deteza instantaneeAstfel, viteza instantanee este o
marime vectoriala tangenta la traiectorie a caroduh este egal cu distanta
parcursa de mobil raportata la intervalul de timfnitezimal, dt, in care a
fost parcursa.



Observatie Deoarece in mod curent ne intereseaza distantagarcle un
mobil Ds, nu deplasarea IUDr, in practica se utilizeaza termenul de viteza
scalara si instantanee definite de relatiile (1Q),6&i (14).

1.6 Acceleratia

Intr-o miscare curbilinie oarecare vitexavariaza si ca marime (modul) si
ca directie. O marime a aceste variatii este vattacceleratie. Analog
vectorului viteza, acceleratia medie si accelenaianentana se definesc cu
ajutorul urmatoarelor relatii:

Acceleratia medie: a=

\'
15
t (15)

. . v dv dfr
Acceleratla momentanaa = I|m = = >
w@wo t dt dt

(16)

Asa cum rezulta din relatia (16) acceleraiaeste derivata de urdinul unu a
vitezei sau derivata de ordinul doi a vectoruluimeitie r in raport cu
timpul. Pentru a determina directia vectorului dexie instantanee, sa
derivam in raport cu timpul relatia (16) tinand toa viteza instantanee este
data de relatia (14):

godv_dlvs)_dv,  df _dv,  drds

= —l+V——. (17)
dt dt dt dt dt de dt
Tinand cont de formulele lui Frénet (9), aceaskatiredevine:
—%1‘ +V—2n—qt +an (18)
dt R ’
unde
dv _d®s
=== , 19
% dt dt? (19)



iar

a=—. (20)

Figura 2.6. Acceleratia normala si tangentiala intr-o miscarebilinie

v °s
oarecare. Acceleratia tangentisa= a ./ :%1‘ = 3t2

traiectorie si are aceiasi directie si sens cuwzsite fiind datorata variatiei in
2

timp a modulului vitezei. Acceleratia normalaa, =an :En este

[ este tangenta la

normala la traiectorie find indreptata spre interic@acesteia si este datorata
variatiei directiei vitezei in timp.

Asa cum se poate observa din relatia (18), vectacakleratie are doua
componente. O componenta tangenta la curba, a medul este egal cy,a
si una normala la curba de modyl &le poarta poarta denumirea de
acceleratie tangentiala {{a si, respectiv, acceleratie normala ({a
Componenta tangentiala este datorata variatiei ntoldu vitezei, iar cea
normala este datorata variatiei directiei vectoruhiteza, asa cum este
ilustrat in Fig.2.6.In concluzie, este important de remarcat ca vaeiati
oricarui dintre parametrii care definesc vectoruleza (modul si directie) ii
corespunde o acceleratie specifica.



EXEMPLE

1. Miscarea uniforma variata.

Daca acceleratia tangentiatga mobilului pe traiectorie este constanta in

timp , miscarea se numestriform variata In cazul in care traiectoria este o
linie dreapta, miscarea se numestetilinie uniform variataln cazul unei
miscari rectilinii uniforme acceleratia tangentiaate egala cu acceleratia

totala, a = @,, deoarece in acest caz acceleratia normla esta egaero,

a =0. Acest lucru este usor de demonstrat daca sectine ca raza de

curbura a unei drepte tinde la infinR® ¥ .
Din relatia (16), care leaga viteza momentana delaatie, rezulta

dv = adt. (21)

Prin integrarea acestei relatii obtinem pentruzatestantanee expresia
dv= adtsauv=at+C, (22)

unde C este o constanta de integrare. Constantatefgare trebuie astfel

determinata, incat legea vitezei (22) sa satisfaoaditile intiale ale
miscarii. Daca presupunem ca la inceputul misda#iO viteza mobilului

erav,, atunci
vV,=a0+C,sauC=v,. (23)

Tinand cont de aceasta valoare a constantei dgramee obtinem pentru
dependenta de timp a vitezei instantanee urmatexygasie:

v=y, +at. (24)

Termenulatreprezinta cu cat s-a modificat viteza in timpulstfel viteza
Vv la momentult este egala cu viteza la momentul initial al miscary, ,

plus modificare vitezeat .

10



In mod similar, integrand ecuat@s = vdt si tinand cont cav = v, + at,
obtinem

S=s, +v t+ % at” (25)

unde S, reprezinta spatiul la momentul initidl= 0. Eliminand timpul intre
ecuatile vitezei (24) si a spatiului (25) se ob&oeiatia lui Galileu:

vi=vi+2a(s- §). (26)

Ecuatiile (24), (25) si (26) poarta denumirea dea@ide miscarii uniforme
variate.

Observatie!!lin aplicarea ecuatiilor miscarii uniform variatelduie sa se
tina cont daca miscarea este accelerata sau deee(@rcetinita). In cazul
miscarii accelerate acceleratia este poziti@ga>0 ) iar in cazul miscarii
incetinite acceleratia este negativa <0 ).Acest lucru poate fi facut in
doua moduri : (1) fie la scrierea ecuatiilor (24-26 pune in fata termenului
care contine acceleratia semnut , tinand in continuare cont ca pentru
miscarea accelerata semnul este plus iar pentruince@nita minus. In acest
caz valoarea numerica a acceleratiei este intotdegqozitiva, (2) fie se
scriu ecuatiile cu semnul plus, iar atunci candnggcuieste acceleratia cu
valoarea sa numerica se tine cont ca aceasta eate/g pentru miscarea
accelerata si negativa pentru miscarea incetinita.

In cazul miscarii uniform variatecuatia de miscar€?5) este o parabola in
planul s- t (Fig. 2.7). Tangenta la parabola este chiar viiesgantanee.
Grafic ecuatia vitezei este ecuatia unei dreptatéPdreptei este acceleratia,
iar aria marginita de dreapta este spabigl parcurs de mobil in intervalul
de timp Dt.

Atentie!ll Sa nu se confunde curba atasata ecuatiei de miscaianul
S- 1 cu traiectoria. Mentionam ca plangl- tnu este un plan in spatiul
real, in timp ce traiectoria este o curba in spéizic Xyz.

11



Figura 2.7. Reprezentare in pland- ta ecuatia de miscarg(t) si ecuatia
vitezei V(t) pentru o miscare uniform variata.

2.Miscarea circulara

In miscarea circulara traiectoria este un cercaga R (Fig.2.8). In acest caz
in orice punct de pe traiectorie raza de curbuta egala cu raza cercului.
Viteza instantanee este tangenta la cerc si esaddaelatia:

v==—=—1= Rw, (27)
dt dt dt

unde
da

w=— 28
at (28)

esteviteza unghiulara instantanes reprezinta unghiul descris de raza in
unitate de timp[u],, =rad/s.

Perioada], a miscarii circulare este egala cu timpul in cambilul executa
o rotatie completa. Tinand cont de definitia viiaaeghiulare (28) si de

12



Figura 2.8. Acceleratia centripeta si tangentialeniscarea circulara.

faptul ca unghiul descris de raza cercului pentnotatie completa este de
2p rad, obtinem pentru perioada urmatoarea relatie:

T4 (29)
W

Frecventa,n, miscarii circulare reprezina numarul de rotati ptete
efectuate de mobil intr-o perioada :

1_w
n=—=—. (30)

T 2p
In S| perioada se masoara in secunde iar frecvienkertzi, [T]SI = Siar
In]y, =s*=Hz.
Acceleratia tangentialag,, este datorata variatiei in timp a modulului
vitezei V si este data de relatia

dv _ _dw

atzazRE:Re, (31)

13



e=—= (32)
dt dt
este acceleratia unghiulara in miscarea circu[zW]aSI =rad/s’ .
Conform relatiei (20), acceleratia normala saurgegia este
V2
:E:VW: WR. (33)

Este de notat ca acceleratia normala este datamatéficarii in timp a
directiei vectorului vitezay . Unitatea de masura in Sl atat perd&u, cat si

pentrua, estem/s’.

In cazulmiscarii circulare uniformemodulul vitezei este constant in timp
V =constar, prin urmare si viteza unghilara este constanteonstant. In

acest cae=0,a=0, dara, ! 0.

In miscareacirculara uniform variataacceleratia unghilara este constanta
€ = Ct. La fel ca si in cazul miscarii rectilinii uniforrariate prin integrarea
ecuatiei (32), se obtine ecuatia vitezei unghiukarecuatia de miscare sub
urmatoarea forma:

w=w,+d (34)
Si

1
a=30+,/’/0t+§a . (35)

Ecuatiile (34) si (35) sunt similare cu ecuatiig{25) din cazul miscarii
rectilinii uniform variate.

Pentru a determina vectorul viteza unghiulaga,vom tine cont ca

ds = Rdg = wRd!. (36)

14



Pentru unghiuri mici, undels » dl, relatia (36) devine

dl = nRdi. (37)

Figura 2.9. Vectorul viteza unghiularg,,.

Asa cum se poate observa din figura 2.9 coardazsi cercului sunt marimi
vectoriale @l si R), iar relatia dintre modulele acestor marimi sidulul
vitezei unghiularely este data de expresia (37). In mod normal se pune
urmatoarea intrebare: cum se defineste vectard carui modul sa fie dat

de relatia (37). Din figura 2.9 rezulta ca dacaered 1 este definit ca fiind

un vector a carui directie este perpendicularglpaul cercului cu sensul
dat de regula burghiului, atunci relatia (37) nteesltceva decat modulul
produsului vectorial

d =u’ Rdt. (38)

Tinand cont de aceasta relatie, se obtine pentaiomd vitezay, si
acceleratiea, expresiile:

dl
vV=—1=
dt

Si

w R (39)

15



. d dR o o .
unde am tinut cont Cad_t =a. In cazul unei miscarii circulare uniforme

€ =0, iar relatia (40) devine

a=w (w R) (1)
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